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Metody energetyczne

Zasada wzajemnosci prac Bettiego
Jesli na liniowy 1 sprezysty ustrd) dzialajg kolejno dwa r6zne obcigzenia, to

praca pierwszego obcigzenia na przemieszczeniach wywotanych drugim
stanem jest rowna pracy drugiego obcigzenia na odpowiednich
przemieszczeniach wywotanych stanem pierwszym
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Zasada Maxwella

I Il
Jesli obcigzenia obu stanow sg rowne (liczbowo): PC =M B

To przemieszczenia w obu stanach sa rowne (liczbowo):  f I _ 9'
C “B
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Uklad Clapeyrona

To ustroj, w ktorym przemieszczenia
dowolnego punktu daja si¢ przedstawic
jako lintowe funkcje jego obcigzenia.
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j=1

& - wspolczynniki liniowe

Warunki:

1) Materiat liniowo-sprezysty
2) Przemieszczenia sa mate
3) Uktad jest zachowawczy
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Ustrgj lintowy 1 sprezysty: P

A
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0 0

Tw. Clapeyrona

Energia sprezysta ciala jest rowna
potowie sumy i1loczynow wszystkich
obciazen przez odpowiadajace im
przemieszczenia.

Uy, =2(R-f,+P-f,+M; % +...)
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Energia odksztalcenia sprezystego

)
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Z tw. Clapeyrona

dw =dU,, =%(Mg -dv+M,-dp+N -du+T-dW)

Dla konstrukcji pretowej liniowo sprezyste;:

du=gx-ds=lds
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T
dw=y.ds=yw —ds
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Ostatecznie:  |Yspr = ZU
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Tw. Castigliano

Pochodna energii odksztatcenia sprezystego wzgledem uogolnionej sity
jest rowna uogolnionemu przemieszczeniu odpowiadajgcemu tej sile

Przykiad 1: M 3

oU,, oU,,
:fC :UB
P, M
_J 2ds
T2 By,
=== uspr;—l API-1-2P0+M 31-M, +2-1(P1+1P.1)-11-M,)
-I/ZPCI ZEJy
| “4P-M P23 2 P.M.I°
'P I‘M . ¢ ° Uspr; = + MBI +3 - :
| TV 6EJ, 4EJ,  8EJ,

f _auspr; o | PA° . M2l +3PCMBI2 _RP +3|\/|B|2
° 0P, OP.(6EJ, 4EJ,  8EJ, 3EJ, B8EJ,

Uy, 6 [P MA 3PMgl?| M, 3P.I2
~ + + = +
oMz oMy | 6EJ, 4EJ, 8EJ, 2EJ, 8EJ,
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Tw. Manabrei
W statycznie niewyznaczalnym uktadzie Clapeyrona pochodna energii sprezystej calego

uktadu wzgledem statycznie niewyznaczalnej reakcji jest rowna 0

Przyktad 2:
wklad2 Vo
7 A B C i
EJ 1 Mlds
y _— ~ = 9
1/214»|<—1/21—> US“‘zII EJ,
Mg(x) ;
=== U = EX11-2X - 1+Mg21-Mg+2-2(X 1+1 X 1)-31-M,)
- X y
-7 X-1-M X°  Mil 3X-Ml?
XM, 2 Uy = +—B5 4 B
6E), 4EJ,  8EJ,
Uy . 0 (X1 M BX-Mgl ) XA 3Mel® o [ oM,
OX ~ OX|6EJ, 4EJ,  8EJ, 3EJ, 8EJ, 81




Metody energetyczne

Twierdzenie o minimum calkowitej energii potencjalnej

Ze wszystkich geometrycznie dopuszczalnych postaci przemieszczen,
ktorym moze podlegac ustrQj sprezysty, wystapi ta, dla ktorej catkowita
energia potencjalna osiggnie wartos¢ minimalng

q(x)

V=Ug, -W,=min!

Energia odkszt. spr. J \— S e N DY R T T W A
N : %4 g
' X
V=1 j EJ[w"(x)Pdx—| P-w(x, )+ f g(x)-w(x)dx+M -w'(x,)
| Xo

V — funkcjonat (poszukiwanej funkcji w(x) przypisuje liczbe)

Dla jakiej w(x) mamy V . ?

Minimalizacja funkcjonatu jest zadaniem rachunku wariacyjnego
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Metoda Ritz’a Wprowadzmy funkcje aproksymujaca:

W(x)=a, - ®,(x)+a, -D,(x)+..+a, D (x)

(moze to by¢ szereg potegowy lub Fouriera)

Funkcja aproksymujgca jest kombinacjg liniowg nieznanych parametrow a,
I znanych funkcji geometrycznie dopuszczalnych @&i(x)

Po podstawieniu tej funkcji do wyrazenia na catkowitg energi¢ potencjalng
otrzymamy funkcje parametrow g, : -
V=fla,a,..a,)

Teraz nalezy znalez¢ minimum funkcji:

8_V_O_ @_V_O a_V_O To jest uktad r-n
o, - 0a, B oa, B algebraicznych liniowych

—_— q — W(X)
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Przyktad 3:
EJ W(x) jl Po Rozwigz metoda Ritz’a belkg wspornikowa

uzywajac dang funkcje aproksymacyjna:

W(x)=a,+a, X+a,-x>+a,- X’

Warunki brzegowe: ~(x 0) 0 =P a1 — O W’(X _ O): 0 = a, = 0

Aby funkcja spelniata warunki geometryczne:

W(x)=a, X’ +a, x| =p W(x)=2a,-x+3a, x> =P W'(x)=2a,+6a,-X

Energia potencjalna: Po Dodstawwmu funkcji aoroksvmulacel

=%J'EJ [P dx— [ o (X)-W(x)dX s V =1 [ E3[W"(x)] dx— fpo W(x)dx

(2a, +6a,x)’ dx— po_lf(a3x2+a4x3)dx

0

(4a +24a,a,X +36a; X )dx— poj’(agx2 +a4x3)dx

0

¢
o .
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Vv

E

I
) J‘(4a§ +24a,a,x +36a;x° )dx— P,
0

0

J’(agx2 + a4x3)dx

V

EJ

2

I
(4a32x+12a3a4x2 +12a§x3}0 - P, (% ax’ +%a4x4)0

V= E~’(4a3l+12a3alz+12al) po(%agl3+%a4l4)

Warunek minimum funkc;ji:

av
8a

oV

Kaa

0 =p N _ EZJ(SIa3 +12I2a) 1p°=0 _ 5 pol?
6a3 - A3 =5 EJ,
0 = Y _= (12123, +241%, )- 1 p|* = a, =—+2=
§8a4 y
~ 12 | 3
Ostateczna funkcja aproksymujgca: W(X) — % E%y . _%EPToy X
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: : ~ 2

Ostateczna funkcja aproksymujgca: W(X)I 5 Pl” 2 1 P X3
24 EJ, 12 EJ,

Przyblizenie momentu gnacego:

|\7ig:E‘Jyvﬁ\‘/”(x) -> I\‘;I‘gz()():% polz—%p()l-X

Przyblizenie sily tnace;:

T=EJW(x) = T(x)==3p,l

Rozwigzanie Sciste:
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Rozwigzanie przyblizone: Rozwigzanie Sciste:
Sy )— 5 Pol® 2 1 Pl 3 2
Wx)= 5 &, X~ 6, X W)= 5 B2 g By gy
1 2
M, (x) =3 Pol® =3 Pl - X M, (x)=1 p, (1 — x)*
T (yv)— _1
T(x)=-%pd T(x)=-po(I-x)
£ pol’ M_(x)
2% 2\4“ /// )
5 ~
W(X) EpOI — /Mg(X I p
6% Vg 12 Mo
v ~—
.é > X | X

W(1)=0.1252" w(l)=0.125g; A T(x) |
~(3 Pol* 3 Pol "
W(31)=0.082- w(Z1)=0.084- / _—
W(31)=0.042 Eﬂlj w(31)=0.044 2‘3': —7 Pol|” /\ T(x)
W(31)=00128" | | w(31)-0.013%" ol
0
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Przyktad 4:
w(X) Rozwigz metoda Ritz’a belke statycznie niewyznaczalng
/ Jac dang funkcje aproksymacyjna:

~ 272% )

ul P ul 7 W(x)= A-(l—cosT)

) "
- . - ? 271X
W'(x)= zl—ﬂ A- sszﬂX W'(x)=—-—A-co =~

Warunki brzegowe: W(X — 0) -0

\Tv'(x:o):o W(x=1)=0 W(x=1)=0

Funkcja spelniata warunki geometryczne!

Catkowita energia potencjalna:

=1 [EI[w"(x)F dx—P-w(31)

->

Po podstawieniu funkcji aproksymujace;j:

=1 [EI[W (x)F dx— P-W(31)

2 1
ﬂx] dx — P-A-(l—cosMI2 j

:EJ167z4 2.'C ) 27X

dx—2P- A




w(X)
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/A

W(x)= A- (1— cosZTﬂX)

.l P wl 7
4 I Catkowita energia potencjalna:
v = & 16? Az-_[coszz—ﬂxdx—ZP-A = 4 EJ
2 | 0 | V= A>—2P- A
Warunek minimum funkcji:
N _o —p 87rEJA2PO_> A PP
OA OA Ar*E]

Funkcja przyblizona opisujaca lini¢ ugiecia:

W(x)

3

Ar*EJ

-(1—003

2 71X

T

Przyblizenie momentu gnacego:

M,(x)=EJ-

W"(x) =

Pl
_2 o COS—
T |

2 7IX

Przyblizenie sity tnacej:

T(X)=

EJ -

W (x) -

P
——.SIn——
T |

2 71X




Metody energetyczne

Rozwiazanie $ciste (metodg M-M):.

T(x) 2P
(LY
— v ([N
M (X)=— c032|—7ZX 'F(X):_E.sz_”x
T
2p
T
T()
_2p
—PI? PI?
T o = 21)- 1926~ O CE)
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